6. POVRSINE

Parametarske funkcije koje opisuju povrSinu su u nekim dijelovima razli¢ite od onih
primijenjenih za krivulje. Za povrSine su potrebne dvije nezavisne parametarske varijable,
tako da jednacine opcenito imaju slijede¢i oblik:

X =x(u,w), y =yuw), z=z(uw) (6.1)
Obe parametarske varijable su obi¢no ograni¢ene za podrucje 0 < u, w < 1, koje se Cesce
izrazava kao u, w € [0, 1]. Ovo definiSe jednostavan element povrsine, nazvan surface patch,

ili samo patch, Sto se moze prevesti kao segment povrsine, ili samo kao segment. U praksi se
mogu modelirati kompleksne povrSine povezivanjem razli¢itih segmenata.

6.1 Ravnine

Najjednostavniji segment je ravnina. Slijedece jednacine definiSu ravninski segment u x, y
ravnini:
x=(c—au+a
y=(d-byw+b (6.2)
z=0
gdje suu, w € [0, 1]1a, b, c 1d konstantni koeficijenti. Slika 6.1 prikazuje ovaj segment, koji

ima mali broj za identifikaciju jednostavnih karakteristika. Njegove Cetiri tacke na uglovima
korespondiraju vektorima ¢ije komponente su definisane kako slijedi:

Zau=0iw=0,po=[a b 0]

Zau=0iw=1,po1=[a d 0] (6.3)
Zau=1iw=0,pio=[c b 0]
Zau=liw=1,pn=[c d 0]
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Sl. 6.1 Ograni¢ena ravnina



Granice su naravno prave linije, dobivene kada se slijede¢i uslovi uvedu u jednacine 6.2:

u=0, x=a, y=(d-byw+b, z=0
u=1, xX=c, y=(d-byw+b, z=0 (6.4)
w=0, x=(c—-au+a, y=b, z=0
w=1, x=(c—au+a, yv=d, z=0

JednaCine 6.2 ocito daju ograni¢en i ne prevelik broj postoje¢ih varijanti ravninskih
segmenata. Na primjer, iste generiraju samo segmente koji leze u ravni x, y, ¢ije granice su
prave linije.

6.2 Cilindri¢ne povrsine

Cilindri¢ne povrSine su generirane pravom linijom koja se krece paralelno samoj sebi duz
neke krive (SI. 6.2). Ovu povrSinu je lako definisati sa parametarskim funkcijama i
vektorskim jednacinama. Slijedeéa jednacina daje tacke na cilindri¢noj povrsini:

p(u, w) = p(u) + wr (6.5)

S1. 6.2 Cilindri¢na povrsina

Kako ova jednacina generira cilindriénu povrSinu? Prvo, p(u) generira krivu, koja moze biti
kriva u ravnini, prostorna kriva, Hermitova kubna kriva, Bezierova kriva, ili neki drugi tip
krive. Potom, ¢lan wr generira tacke duz r od w = 0 do w = 1, dok se r izvlaci duz p(«) za
vrijednostiu odu=0dou=1.



Cetiri grani¢ne tacke ove povrsine su:

u=0, w=0, Poo = Po

u=0, w= 1, p01:po+l' (66)
u=1, w=0, Pio = P1
u=1,  w=1, pu=pi+r

Cetiri grani¢ne krive su:

u=20, Po + wr
u=1, p1 + wr (6.7)
w=0, p(u)

w=1, p(w) +r

6.3 Bikubne povrsine

Opcenitija vrsta povrsine je bikubni segment povrsine, koji je dat slijede¢om jednacinom:
_ i,J
p(u, W)=’ Zaij u w (6.8)

aj; vektori su algebarski koeficijenti. Jednacina je bikubna, poSto se dvije parametarske

varijable, u i w, javljaju kao kubni €lanovi. Ovdje je 16 a;; vektora, svaki sa tri komponente,
Sto zna¢i da je ovdje 48 stepeni slobode ili koeficijenata koje moramo specificirati za
definisanje jedinstvene povrSine. Dupli indeksi su neophodni zbog toga Sto su ovdje
dvoparametarske varijable.

Razvojem jednacine 16.8 dobije se slijedeci izraz:

plu, w) = apttw? + apu’w? + aywtw + azpu’

+ amtw? + apttw? + antfw + ani®
+apuu® 4+ apuw? + aniw + ajpu

+ a3’ + auw? + ag w + apo (6.9)

Ovaj Sesnaestoclani polinom u u 1 w definiSe set svih tacaka koje leZe na povrsini. To je
algebarska forma bikubnog segmenta (patch). Primjenom matri¢ne notacije, prethodni izraz se
moze napisati u obliku:

p(u, w) = UAW" (6.10)
gdje su:
U=[# «* u 1| W=[w? w* w 1],

d3z d3z 431 a3
A= azz dazz axn Ay
a;z aiz dp ap
Aoz Az an Ao (6.11)



Kao 1 kod krivulja, algebarski koeficijenti segmenta odreduju njegov oblik i polozaj u
prostoru. Medutim, segmenti iste veli¢ine i oblika imaju razli¢it set koeficijenata ako
zauzimaju razli¢ite polozaje u prostoru. Promjena bilo kojeg od 48 koeficijenata, rezultira
dobivanjem potpuno drugacijeg segmenta. Moze se promijeniti ili njegov oblik, ili njegov
polozaj.

Jednadina 6.9 generira tacku na segmentu svaki put kada u nju unesemo odredeni par
vrijednosti za u 1 w. Ali zbog toga Sto raspon nezavisnih varijabli x, y i z nije ogranicen, tako
isto ni raspon algebarskih koeficijenata nije ogranicen.

Bikubni segment je ograni¢en s cetiri krivulje (Slika 6.3), pri ¢emu je svaka od njih
parametarska kubna krivulja. Postupak za njihovo odredivanje je jednostavan. Na primjer, ako
je w =0, tada svi €lanovi koji sadrze w postaju nula, i jenacina 6.9 postaje:

p(u, w) = asot’ + ageu’ + ajou +ag (6.12)
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S1. 6.3 Neki elementi bikubnog segmenta

Dobivena je jednacina za parametarsku kubnu krivu. Sli¢ne krive se dobiju kada unesemo u =
0, u =1, ili w = 1. UnoSenje drugih u ili w, jednakih nekim konstantama, daje krivu na
povrsini. Krive konstanti u, ili w nazivaju se izoparametarskim Krivim na povrsini.

OgraniCenja geometrije segmenata su data u tackama uglova. Tu su najprije koordinate ove
Cetiri tacke, zatim su tu tangente vektora povezanih sa granicnim krivuljama. Konacno, tu je i
twist vektor na svakom uglu, koji kontroliSe stepen promjene vektora tangenti internih
izoparametarskih krivulja.

Svi vektori grani¢nih uslova formiraju matricu od 16 elemenata:

Po Pn Pn P
B = Piu Pil PEE Pi. (6.17)
Poe Pn Pwm P
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Sl. 6.4 Granic¢ni uvjeti bikubnog segmenta

Kompletna matricna jednacina za bikubni Hermitov segment, na bazi pomenutih
geometrijskih koeficijenata je:

p(u, w) = UMBM'W' (6.18)
gdje je matrica M matrica za kubnu Hermitovu krivu.
Odnos izmedu algebarskih 1 geometrijskih koeficijenata je dat matri¢nim izrazom:

A=MBM" (6.19)
i  B=M'AMYH' (6.20)



6.4 Bezierove povrSine

Bezierova povrsSina zahtijeva mrezu kontrolnih tacaka za njenu definiciju (Slika6.5). Ove
kontrolne tacke definiSu karakteristicni poliedar, analogan karakteristicnom poligonu
Bezierove krive. Odredivanje slijedeé¢e parametarske funkcije na setu u, w vrijednosti generira
tacke na Bezierovoj povrsini:

PO, w) =3 3 pyBim@)Bya(u) (6.21)
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S1. (6.5) Bikubna Bezierova povrsina

Razvojem jednacine (6.21) za 4 x 4 mrezu tacaka daje bikubnu povrSinu. Odgovarajuca
matri¢na jednacina ima oblik:

(1 —uy y Pu P12 P13 Pu (1 —w)
3u(l—uy | |pa P2 Pz Pu||3wd—w)?| (6.22)
31 ~w | [pn pn Pn Pu||3wil-w)
w Psa1 Paz Pa3 Pu w?
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